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Zadanie 10.
Wiazka zadan Dzielenie wielomianu

Rozwazamy wielomiany P (x) stopnia n — 1, gdzie n jest potega dwojki:
P(x) =ag+a;x +ax?+ -+ a,_x", n=2m

Do obliczania wartosci P(x) mozna zastosowac technike ,,dziel i zwycigzaj” w nastepujacy
sposob: dzielimy posta¢ ogolng wielomianu P (x) na dwie czg¢$ci:

P(x) =ag+ a;x+ -+ ap_1x¥ 1+ apx® + ap i x + -+ apx™1,

cz. I cz. 11

gdzie k = n/2. Jesli w drugiej czesci wydzielimy czynnik x*, to otrzymamy réwnos¢
*) P(x) = A(x) + B(x) - x¥,
gdzie A(x) i B(x) sa wielomianami stopnia k — 1:

A(X) = ap_ x¥ 1+ -+ ayx? + a;x + ag,

B(x) = ap_1x* 1+ 4 apyx? + Qg x + ag,
W ten sposob problem obliczenia wartosci P(x) dzielimy na dwa podproblemy — obliczenia
A(x) i obliczenia B(x), przy czym kazdy z nich ma rozmiar o potow¢ mniejszy. Na przyktad
aby obliczy¢ warto$¢ wielomianu (n = 8)

P(x) = =8+ 7x + 6x% — x3 + 4x* + 5x°> — 2x° + 3x7,

obliccamy k =n/2 =4, A(x) = -8+ 7x + 6x? — x3 oraz B(x) = 4 + 5x — 2x? + 3x3.
Nastepnie korzystamy ze wzoru P(x) = A(x) + B(x) - x*.

Poniewaz do pelnej realizacji algorytmu we wzorze (*) potrzebne jest obliczenie wartosci x*,

2m—1

wiec najpierw obliczamy wszystkie potegi x, x2, x*, ..., x 1 zapami¢tujemy je w tablicy

Z[0 .. m-1], np. za pomoca ponizszej procedury.

Obliczanie tablicy Z[0..m-1]:

Dane:
n — liczba catkowita postaci 2™, gdzie m jest liczbg catkowitg nieujemna,
x — liczba rzeczywista.

Wynik:
tablica Z[0 .. m-1], dla ktorej Z[j] = x?
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Z[0] «x

m«—1

w2

dopoki w < n wykonuj
Zlm] ~Zm—-1]-Z[m — 1]
m—m-+1
W2 -w

Majac tablice Z, obliczamy warto$¢ P(x) za pomoca funkcji rekurencyjnej F.
Dane:

tablica liczb rzeczywistych T[0..n — 1] ze wspoiczynnikami ay, a4,
n = 2™, a m jest liczbq catkowitq nieujemng;

tablica Z[0 .. m-1], dla ktérej Z[j] = x?..
Wynik:

warto$¢ a,_1x™ 1 + - + ayx? + a;x + a,.

funkcja F(T[0.. n — 1]):
jezeli n=1
zwro¢ T[0] i zakoncz
k«—n/2
A[0..k—1] < T[0..k —1]
B[0..k—1] < T[k..n—1]
zwroé F(A) + F(B) - Z[m — 1] i zakoncz

Przesledzmy na przyktad obliczenie warto$ci wielomianu
P(x) = =8+ 7x + 6x? — x3 + 4x* + 5x> — 2x° + 3x7 (n=2m,
dla x=3.
W pierwszym kroku algorytm obliczy tablice Z[0 .. 2]:
Z[0] =3, Z[1] = 32, Z[2] = 3* = 81.
Nastepnie algorytm obliczy F([-8,7,6,-1,4,5,-2,3]), tzn.
F([-8,7,6,-1,4,5,-2,3]) = F([-8,7,6,-1]) + F([4,5,-2,3])*Z[2]

Obliczanie F([4,5,-2,3]) 1 F([-8,7,6,-1]) odbywa si¢ w analogiczny sposob, tzn.

F([-8,7,6,-1]) = F([-8,7])* F([6,-1])*Z[1]
= F([-8D+F([7TD*Z[0]+(F([6D+F([-1]D)*Z[0])*Z[1]
= (-8)+7*Z[0] + (6+(-1)*Z[0])*Z[1]
= (-8)+7*3+(6+(-1)*3)*9 = 40,

F([4,5,-2,3]) = F([4,5])+F([-2,3]))*Z[1]
= F([4DHF([SD*Z[0J+(F([-2D+F([3D*Z[0])*Z[1]
= 4+5%Z[0]+((-2)+3*Z[0])*Z[1]
= 4+5%3+((-2)+3%3)*9=82.

Zatem

ey Apn_q, gdzie
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F([-8,7,6,-1,4,5,-2,3]) = F([-8,7,6,-1])+F([4,5,-2,3])*Z[2] = 40+82*81 = 6682.

Mozna zauwazy¢, ze podczas obliczania F([-8,7,6,-1,4,5,-2,3]) tacznie zostanie wykonanych
7 mnozen:

e 3 mnozenia podczas obliczania F([-8,7,6,-1])=40,
e 3 mnozenia podczas obliczania F([4,5,-2,3])=82,
e 1 mnozenie przy obliczaniu F([-8,7,6,-1])+ F([4,5,-2,3])*Z[2] = 40+82*Z][2].

Liczba wszystkich wywotan rekurencyjnych jest rowna 15. Oto wszystkie wywotania funk-
cji F:
o [([-8,7,6,-1,4,5,-2,3])
o F([-8,7,6,-1])
= F(-87])
o F(-8])
e F([7D
= F(6,-1])
e F([6])
o K(-1])
o F([4,5,-2,3])
= F(45)
o (4]
e F(5]
= F(-2.3)
e FH([-2])
e F(3D

10.1.

Podaj, jakie wartosci zostang obliczone w tablicy Z[0 .. m-1] przy obliczaniu P(2), gdzie

P(x) =9 +x — 6x3 + 2x7 — 3x'* + 5x15.

10.2.

Oblicz taczng liczbe operacji mnozenia, jaka zostanie wykonana przez funkcje F(T) dla n-
elementowej tablicy T.

Uzupetnij ponizsza tabelke:

n Liczba operacji mnozenia
1 0
2
4
8
16
1024

Uzupelnij ponizszy wzor rekurencyjny dla f(n) — liczby operacji mnozenia wykonywanych
przez funkcje F dla tablicy n-elementowe;j:

fn)=..... f(M/2) F o dlan>1
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10.3.
Wypisz wszystkie wywotania funkcji F' podczas obliczania
P(x) =9 +x—6x3+10x> + 2x7 + 4x° — x1° — 3x1* + 5x15.

Podaj wzér ogolny na g(n) — liczbe wszystkich wywotan funkcji F dla wielomianu P(x)
stopnia n — 1, gdzie n jest potega dwojki. Uzupetij ponizszy wzor:

10.4.
Do obliczania warto$ci wielomianu P (x)

P(x) =ay+ a;x +ax?>+ -+ a,_x"t  (n=3Mm),
a wiec gdy n jest potgga trojki, mozna zastosowac podziat na trzy czesci

P(x) =ag+ -+ a1 x¥ T+ aqpx® + -+ agp 12+ ag x4+ 4 a_x™l

cz. | cz. 11 cz. 111

gdzie k = n/3. Woéwczas uzyskujemy
P(x) = A(x) + B(x) - x* + C(x) - x?* = A(x) + (B(x) + C(x) - x*) - x¥,

gdzie A(x), B(x),C(x) sa wiclomianami, w ktorych liczba wspotczynnikow jest trzykrotnie
mniejsza niz w wyjsciowym wielomianie P (x).

Wzorujac si¢ na funkcji F, mozemy skonstruowac rekurencyjng funkcje G(T[O .. n-1]), obli-
czajacg wartos¢ P(x) przez podziat tablicy 7 na trzy rdwne cze¢sci, o ile n > 1. Po obliczeniu
trzech wynikow dla kazdej z czesci, powiedzmy A(x), B(x), C(x), funkcja oblicza swoj wy-
nik, wykonujac dodatkowo dwa mnozenia:

e jedno mnozenie przy obliczaniu C(x) - x*.
e jedno mnozenie przy obliczaniu (B(x) + C(x) - x*) - x*.

Podobnie jak poprzednio pomijamy problem obliczania poteg x* dla k = 3/ (j = 0), tzn.
przyjmujemy, ze potegi te sa przechowywane w pewnej tablicy Z[0 .. m-1], a wiec ich obli-
czanie nie jest wliczane do kosztu obliczeniowego funkcji G.

W ten sposéb na przyktad dla n=3 funkcja G wykona doktadnie 2 mnozenia, a dla n=9 funk-
cja wykona tacznie 8 mnozen:

e po 2 mnozenia dla kazdej z trzech czes$ci A(x), B(x), C(x),
e jedno mnozenie przy obliczaniu C(x) - x*.
e jedno mnozenie przy obliczaniu (B(x) + C(x) - x¥*) - x*.

Uzupetnij ponizsza tabelke, podajac liczbe mnozen, jaka zostanie wykonana przez funkcje G
dla n-elementowej tablicy wspotczynnikéw T.

n Liczba operacji mnozenia
3 2
9 8
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