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1 Legenda

Jak gtosi stara hinduska legenda, przy stworzeniu Swiata, w jego srodku, pod dachem
Swiatyni, umieszczone zostaty trzy diamentowe pateczki. Na jedng z nich natozonych
bylo 64 zitotych krgzkdéw o zmniejszajgcych sie Srednicach tworzgc zioty stozek. Dzien i
noc, zmieniajgc sie bezustannie, mnisi przektadali krgzki na trzecig pateczke. Musieli
jednak zachowac¢ pewne zasady. Mogli positkowaé sie drugg pateczka, jednakze nie
wolno byto im przenosi¢ wiecej niz jeden krazek i umieszczaé wiekszego na mniejszym.
Gdy wykonajg swoje zadanie - nastgpi koniec Swiata!

2 Wprowadzenie

Zagadka wiez Hanoi jest znanym przykladem problemu algorytmicznego
rozwigzywanego rekurencyjnie. Zasady gry sg nastepujace:

* mamy trzy paliki, ktére oznaczamy: A, B, C,
* mamy okres$long liczbe krgzkow roznej wielkosci,

» krazki natlozone sg na palik A i utozone kolejno od najwiekszego, znajdujgcego
sie na dole, do najmniejszego na gorze,

» zadanie polega na przetozeniu wszystkich krgzkéw z palika A na palik B,
* przy przektadaniu krgzkbw mozna korzystac z palika C,

* wolno przetozy¢ jeden krazek z dowolnego palika na inny dowolny palik,
* nie wolno potozy¢ wiekszego krazka na mniejszy.

Po wykonaniu zadania wszystkie krazki powinny znajdowac sie na paliku B, utozone
kolejno od najwiekszego, znajdujacego sie na dole, do najmniejszego.

3 Wizualizacja - rozwigzanie problemu dla 3 krazkéw
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Wieze Hanoi- algorytm rekurencyjny
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Grafika obrazujaca rozwigzanie problemu wiez Hanoi dla 3 krgzkéw.

4 Dziatanie algorytmu
Na powyzszej grafice przedstawiono rozwigzanie dla 3 krgazkéw. Analizujgc to
rozwigzanie, tatwo zauwazy¢ kolejne etapy algorytmu:
1) Przeniesienie dwoéch krazkow z palka A na palik pomocniczy C z
wykorzystaniem palika B.
2) Przeniesienie najwiekszego krazka z palika A na palik docelowy B.
3) Przeniesienie dwdch krazkow z palika C na palik B z wykorzystaniem palika A.

Po wykonaniu c¢wiczenia widaC juz, ze podane etapy dziatania dla trzech krgzkow
mozna wykorzysta¢ do rozwigzania tamigtéwki dla n krgzkow. Ogolna posta¢ algorytmu
dla n krgzkow jest wiec nastepujaca:
1) Przeniesienie n-1 krazkéw z palika A na palik pomocniczy C z wykorzystaniem
palika B.
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2) Przeniesienie najwiekszego krazka z palika A na palik docelowy B.
3) Przeniesienie n-1 krgzkéw z palika C na palik B z wykorzystaniem palika A.

5 Specyfikacja
Dane:
* - trzy paliki oznaczone: A, B, C;
* - liczba naturalna: n > 0 (liczba krgzkow);

* - n krazkéw roznej wielkosci, ktére sg natozone na palik A i utozone kolejno od
najwiekszego, znajdujacego sie na dole, do najmniejszego na gorze.

Wynik:

* - n krgzkow réznej wielkosci, ktore sg natozone na palik B i utozone kolejno od
najwiekszego, znajdujacego sie na dole, do najmniejszego na gorze;

* przeniesienie krazkéw z palika A na palik B wykonane z uwzglednieniem zasad
gry w wieze Hanoi.

6 Przyktadowy kod w jezyku Python3 (funkcja rekurencyjna)

# rekurencyjna funkcja rozwiqzujaca problem wiezyHanoi
def wieza_Hanoi(s,d,p,n):
if n>0: # jezeli nadal sq jakies$ krqzki do przetozenia (n>=1) to kontynuuj

wieza_Hanoi(s,p,d,n-1) # wywotanie funkcji, ktore ma na celu przetozenie wszystkich krqzkow, ktore

znajdujq sie nad n-tym krqzkiem na pomocniczy palik
print(s,"=",d) # przetozenie n-tego krqzka na docelowy palik

wieza_Hanoi(p,d,s,n-1) # wywotanie funkcji, ktore ma na celu przetozenie wszystkich krqzkow, ktore

znajdowaty sie nad n-tym palikiem na docelowy palik

wieza_Hanoi("A","B","C",3) # wywolanie funkcji dla 3 krqzkow

7 Zilozonosé

Przejdzmy do analizy ztozonosci przedstawionego algorytmu. Operacjg dominujgca jest
w nim przeniesienie krgzka z jednego palika na drugi. Wyznaczmy, ile razy trzeba
przeniesc krgzek, aby wykona¢ zadanie dla n krgzkow. Dla jednego krazka bedzie to 1
ruch, dla 2 krgzkéw bedg to juz 3 ruchy, a dla 3 krgzkéw 7 ruchow. Latwo zauwazyc, ze
dla n krazkéw liczba ruchéw bedzie réwna podwojonej liczbie ruchéw wymaganych do
przetozenie n-1 krazkéw plus 1. Wynik ten wynika z faktu, ze majac n krgzkéw, najpierw
przektadamy n-1 kragzkébw na wolny palik. W nastepnym kroku wykonujemy
przeniesienie n-tego krgzka na docelowy, wolny palik. Ostatnim etapem jest przetozenie
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n-1 krazkbw na przeniesiony wczesniej najwiekszy (n-ty) krgzek. Liczbe przeniesien
krazkéw mozna wiec wyrazi¢ w postaci definicji rekurencyjnej:

a(l)=1

a(n) =2*a(n-1) + 1

Liczbe przeniesien mozna rowniez wyrazi¢ wzorem 2n -1. Algorytm charakteryzuje sie
zatem ztozonoscig wyktadniczg rzedu O(n”2).

8 Dziatanie algorytmu - iteracja

Istniejg réwniez prostsze, iteracyjne sposoby rozwigzywania wiez Hanoi. Nie majg one
mocy edukacyjnej w kontekscie algorytméw, ale zdecydowanie tlatwiej jest je
zapamietacd, jesli chcielibySmy rozwigzywac takg zagadke samodzielnie.

Algorytm iteracyjny skiada sie z nastepujgcych krokow:

1. przenie$ najmniejszy krazek na kolejny (*) stupek,

2. wykonaj jedyny mozliwy do wykonania ruch, nie zmieniajgc potozenia krazka
najmniejszego,

3. powtarzaj punkty 1 i 2, az do odpowiedniego utozenia wszystkich krgzkow.

(*) Kolejny stupek wyznaczamy w zaleznosci od liczby krgzkéw. Jesli liczba krgzkéw
jest parzysta, kolejnym stupkiem jest ten po prawej stronie (gdy dojdziemy do stupka C
w nastepnym ruchu uzywamy stupka A). Natomiast jesli liczba krazkdw jest nieparzysta,
kolejnym stupkiem jest ten po lewej stronie (gdy dojdziemy do stupka A w nastepnym
ruchu uzywamy stupka C).
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